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論 文

異種接合界面 に平行 な き裂の√areaパ ラメー タに よる評価 †

           野 田 尚 昭*山 下 務**

           永 石 雅 大**小 野 勝 也***

Stress Intensity Evaluation Formula for a Crack Parallel to an Interface

by √area Parameter

by

 Nao-Aki NODA* , Tsutomu YAMASHITA** , 

Masa-hiro NAGAISHI * * and Katsuya ONO***

To evaluate arbitrary shaped defects or cracks parallel to an interface, a formula is proposed in terms of √area

parameter for the maximum stress intensity factors. Here "area" is the projected area of the defect or crack. First, the 
results for an elliptical crack parallel to a bimaterial interface are considered with varying the distance, aspect ratio of 
the crack, and combinations of material's constants systematically. Second, the stress intensity factors of an interface 
crack and a crack in a functionally graded material are also investigated. It is found that the maximum stress intensity
factors normalized by √area are almost independent of the crack aspect ratio. They are given in a form of formula

useful for engineering applications.
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1緒 言

3次 元 き裂の解析は構造物に存在する多くの欠陥の評

価に有効である.村 上 ら1),2)は,実 際問題でたびたび遭

遇するような欠陥について,実 用的に十分な精度で予測

　する方法を確立することを目標 として,Fig.1に 示すよ

うな座標系で任意形状内部き裂がσ∞zを受ける場合に,以

下のような最大応力拡大係数を求める評価式を提案 した.

KImax=0.50σ ∞2√π√area (1)

また,著 者らは任意形状内部き裂が遠方でせん断応力 毒

を受ける場合,モ ニ ドII,IIIの最大応力拡大係数が以下

のように表わされることを示 した.3),4)

IIImax=0.55τ∞yz√π√area (2)

(Fig.1で 横 長 α/b≧1の と き)

KIIImax=0.45τ∞yz√π√area (3)

(Fig.1で 縦 長 α/b≦1の と き)

ここでareaは き裂 の面 積 と見 なす面 積で あ り,例 えば .

Fig。1(a)で は,αnα=π α∂,Fig.1(b)で は,area=4ab,

で あ る.(但 し,a/b≧5で はarea=20b2,α/b≦0.2で は

area=20a2).

式(1)～(3)の 根 拠 として,だ 円 き裂3),4)と 長 方形 き

裂5),6)が 遠 方で σ∞gまたは τ∞tyzを受 ける場合のA,Bに 生

じる最大応 力拡大係数 をTable Iに 示 す.こ こでF*Iは ポ

ア ソン比vに 無関係で あるが,F*II,F*IIIは ポ アソン比 に

依 存す るのでv=0～0.5の す べての範囲での最 大値 と

最小値 をTable Iに 示 した.

Table Iの 例からも明らかなように式(1)～(3)は 均質

材中の任意形状3次 元き裂のKImax～KIIImaxの 評価に有

用である.
一方最近では

,複 合材料の使用が各分野に広がること

に伴って,異 種接合界面近傍に存在する欠陥の評価が重

Fig. 1. An elliptical and rectangulea crack.

Table I . Maximum atress intensity factors at A or B for 

   an elliptical crack or rectangular crack in Fig. 1.
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要となってきた.そ こで著者 らは前報で界面に垂直に接

して存在する3次 元 き裂の最大応力拡大係数の評価に有

用な√areaを 用いる評価式を提案した.7)

本研究では,同 様の観点から界面に平行に3次 元き裂

が存在 し,そ のき裂が遠方で σ∝gまたは τ∞yzを受ける場合

(Fig.2(a))の√areaパ ラメータを用いる評価式を考察す

る.こ の場合,界 面とき裂間の距離が十分大 きい場合に

は,式(1)～(3)を 用いて評価できるものと考えられる

が,一 般的には界面からの距離の関数として評価式を与

える必要がある.本 研究の考察には界面に平行なだ円形

き裂の解析プログラム8)を使用するが,√areaパ ラメー

タを用いることによって任意の3次 元き裂の評価に利用

できる.さ らにFig.2(b)に 示すような傾斜機能材料中

のき裂についても合わせて考察を行う.こ のような傾斜

機能材料では界面が存在 しないので界面の存在に伴って

生じる種々の問題が解決できることから注 目されている.

以下では式(4),(5)の 無次元化表示を用いる.

FI=KImax/(σ ∞z√πb),FI*=KImax/(σ∞z√π√area

FI=KImax/(σ∞z√πb),FI*=KImax/(σ∞z√π√areaFI=KImax/(σ∞z√πb),FI*=KImax/(σ∞z√π√area

2ボ ア ソン比の影響について

Table IIで は,だ 円き裂 が界面 に近 い場 合に,両 材料

のボアソン比 を変 化 させ た場合 の影響 を調べ たものであ

る.Table II(a)で モ ー ドIに 注 目す ると,k/2b=0.1

で 乃 に最大 で約24%の 違 いが認 められる.両 材料のポァ

ソン比 をv1=v2=0.3と すれば,両 材料のボアソン比 を極

端に0か ら0.5ま で変化 させて もそれ らが ±12%以 下 で求

まることが分か る.ま た,界 面 か らの距離 がやや大 とな

るh/2b=0.4で は約7%で 求 めることができる.よ って

Fig. 2. Problems considered.

Table II (a). Effect of Poisson's vation (a) when σ∝z=σ,τ ∞yz=0 in Fig.1 (a).

Table II(b).Effect of Poisson's vation (a) when σ∞z=0,τ∝yz=τ in Fig.1(a).
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以下では簡単のためFig.2の 材 料1,2を ボ アソン比v=

0.3と した.

3界 面 に平行なき裂が引張 りを受 ける場合 の

最大応力拡大係数

Fig.2(a)の 問題 で遠方 で σ∞z=σ,τ∞yz=0を受 ける場合

には,著 者 らは先 に√areaパ ラメータが有効 であること

を明かに した.8)そこで,使 用の便利の ため μ2/μ1とh/2b

の 関数 としてF*I(点Bに 生 じる最大値)の 値 を近似式で

与 える.こ の 目的のため,μ2/μ1=0,0.5,2,∞ を対象

と した前 論 文の 解析 結 果 は十分 で ない ので,剛 性 比

μ2/μ1=0.01,0.05,0.1,0.3,1.0,形 状 比a/b=1,a/b

→ ∞ の場合のFIをh/2b=0 .1～ ∞ で追加計算によって求

めた.そ の結果 を√areaで 整 理 した値FI*をTable IIIに

示 す.Table IIIと 先 の論 文のF*Iの 値8)を 利 用 し,a/b=

1,a/b→ ∞ の2つ のF*Iの 平 均値 を用い最小 自乗法 によ

りF*Iを μ2/μ1,h/2bの 関数 として近似式 を求 めた.そ の

際,μ2/μ1→0か つh/2b→0で はF*Iの 値 がa/bに 依 存

す る傾 向が認 められるため,そ の適 用範 囲 をμ2/μ1≧0.3

と した.そ れを以下 に式(6)と して示 す.Table IVにF*II

も示 すが き裂 が界面 に近 い場合 を除 いて その値 は小 さく

無視 できる.

近 似式(6)は μ2/μ1≧0.3,h/2b≧0.1の 範 囲 で誤差

10%程 度 以 内で任 意形状 のF*Iを 評 価 で きると考 え られ

る.式(6)か ら得 られ る値 をFig.3に 示 す.Fig.3で は

a/b=1とa/b→ ∞ との結果 を基 にして近似式 を作成 し

Table III. Dimensionless stress intensity factor F*I at B

under tension σ∝z=σ in Fig. 1 (a).

た の で,h/2b一∝ でF*I=0.48(=0.5,式(1)参 照)と な っ

て い る.

(1)0.1≦h/2b≦1.0の と き

F*I=(0.839-0.703G+0.449G2-0.113G3)

-(0 .724-1.463G+0.968G2-0.237G3)H

+(0.504-1.048G+0.709G2-0.172G3)H2

-(0 .117-0.246G+0.169G2-0.041G3)H3

こ こ でH=h/2b,

0.3≦ μ2/μ1≦1.0の と きG=μ2/μ1

{1.0≦ μ2/μ1≦ ∞ の と きG=2-μ1/μ2
 

(2)h/2b>1.0の と きF*I=0.48(=0.5)

4界 面 に平行 なき裂がせん断 を受 ける場合の.

最 大応力拡大係数

Fig.2(a)で,σ ∞z=0,τ ∞yz=τについても前論文8)と 同様

な方法 において解析できる.Fig.4は μ2/μ1=0,∞ の とき,

FII(点Bに 生 じる最大値),FIII(点Aに 生 じる最大値)

とh/2bの 関係 を示 す.一 方Fig.5は μ2/μ1=0,∞ の と

き,√areaで 整 理 したF*II,F*IIIの 最 大値 とh/2bの 関 係

を示 す.両 者 を比 べ るとF*I,F*II,F*IIIはFII,FIIIに 比 べ

て き裂形状比 に不敏感 であ り,狭 い範 囲に整理 され るこ

とがわかる.例 えばFIIとF*IIでa/b=1とa/b→ ∞ の値

の比に注 目す るとFIIの 比 諸0.7140～0.7991に 対 してF*II

の比=1.130～1.269=1で あ る(Table V参 照).一 方,

Table IV. Dimensionless stress intensity factor F*II at B

under tension σ∞2=σ in Fig. 1 (a).
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Fig. 3. Values of equation (5) useful for a/b > 1. (v=0.3)

FIIIと.F*IIIでa/b=1とa/b=1/16の 値 の比 に注 目す ると

FIIIの比=0.4133～0.5709に 対 してFIIIの 比=0.6565～

0.9069=1と な り(Table VI参 照),F*IIIは μ2/μ1→0,h/2b

→0で 形 状比a/bに 依 存す る傾 向がやや大 きいことが分

かる.次 にF*IIはa/b=1,a/b→ ∞ についての平均値 を用

い,F*IIIはa/b=1,a/b=1/16に つ いての平均値 を用 いて

最小 自乗 法によ りF*II,F*IIIを μ2/μ1,h/2bの 関 数 として

近似式 を求めた.そ れ を以下 に式(7),(8)と して示す.

(1)0.1≦h/2b≦1.0の とき

ａa/b≧1の とき

F*II=0.628-0.267H+0.216H2-0.055H3

-(0 .113-0.274H+0.222H2-0.057H3)G (7)

Fig. 4(a). Variation of FI, FII at B when μ2/μ1=0,

vl, v2=0.3 under shear τ∞yz= τ in Fig. 2 (a).

Fig. 4(b). Variation of FI, FII at B when μ2/μ1=∞,

v1,v2=0.3 under shear τ∞yz=τ in Fig. 2 (a).

ａa/b≦1の と きノ
F*III=-(0.697-0.607G+0.438G2-0.114G3)

+(1.016-2.465G+1.829G2-0.462G3)H

-(1 .437-3.635G+2.751G2-0.689G3)H2

+(0.848-2.203G+1.691G2-0.424G3)H3

-(0 .175-0.463G+0.359G2-0.903G3)H4 (8)

こ こ でH=h/2b,

0.0≦ μ2/μ1≦1.0の と きG=μ2/μ1

{1.0≦ μ2/μ1≦ ∞ の と きG=2-μ1/μ2
(2)h/2b≧1.0の と き

 
α/b≧1の と きF*II=0.52(=0.55)

 
α/b≦1の と きF*III=0.43(=0.45)

式(7)は 適 用範 囲で誤差13%程 度 以内で,式(8)は 適 用

範囲で誤差17%程 度 以内で,任 意形状 き裂のF*II,F*IIIが

評 価で きると考 えられる.式(7),(8)か ら得 られ る値 を

Fig.6とFig.7に それぞれ示す.な おh/2b→ ∞で,F*II=

0.52(=0.55,式(2)参 照),F*III=0.43(=0.45,式(3)

参 照)と なるのはポアソン比v1=v2=0.3と して解析 して

いるためである.な お,せ ん断応 力 τ∞yzによ って生 じるF*I

の値 はFig.4,5に 示 す ようにき裂が界面 に近い場合 を

除 いて比 較的小 さい.

5界 面 き裂の最大応力拡大係 数

Fig.2(a)でh→0に 相 当す る界面 き裂 の 点Bに おけ

る最大応力拡大係数 は以下で定義 され る.

σz+iτrz→K1+iK2/√2πr(r/2a)iε,(r=y-b→0)

Fig. 5(a). Variation of F*I, F*II at B when μ2/μ1=0,

v1, v2=0.3 under shear τ∞yz=τ in Fig. 2 (a).

Fig. 5(b). Variation of F*I, F*II at B when μ2/μ1=∞

v1,v2=0.3 under shear τ∞yz=τ in Fig.2 (a).
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Fig.4 (c). Variation of FIII at when μ2/μ1=0,

v1,v2=0.3 under shear τ∞yz=τ in Fig.2(a).

Fig. 4(d). Variation of FIII at A when μ2/μ1=∞

v1,v2=0.3 under shear τ∞yz=τ in Fig.2(a).

Fig. 5(c). Variation of F*III at A when μ2/μ1=0,

v1,v2=0.3 under shear τ∞yz=τ in Fig. 2(a).

Fig 5(d). Variation of F*III at A when μ2/μ1=∞

v1,v2=0.3　 under　 shear　 τ∞yz=τ in Fig.2(a).

Table V. Dimensionless stress intensity factor FII, F*II, at B under shear τ∞yz=τ　in　Fig.2(a).
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Table VI. Dimensionless stress intensity factor FIII, F*III, at A under shear τ∞yz=τ in Fig.1(a).

Fig. 6. Values of equation (8) useful for a/b >_ 1. (v = 0.3)

Fig. 7. Values of equation (9) useful for a/b <_ 1. (v = 0.3)

ε=1/2πln 1j=3-4vj.(j=1,2)

Table VIIに 示 す ようにa/b=19)とa/b→ ∞10)と の結果

は√areaで 整 理す るとよ く一致 してお りこの整理 が有用

で あることがわ かる.則 ち,3節 で 述べ たよ うに界面 に

平 行な き裂で μ2/μ1<0.3,h/2b→0で はF*Iの 値 がき裂

の形状 に依存 する傾向 が認 められ る.し か し,界 面 き裂

(Fig.2でh/2b=0)で はa/b=1とa/b=∞ の比=0.996

～1 .011=1.0と な り,む しろパ ラメータで良 く整理 され

ることがわか る.

6傾 斜 機能材料 中のき裂 の最大応力拡大係数

傾 斜機 能材料 中の き裂 についてErdoganら は多 くの解

析 を行 っている.11)～13)しか し,そ れは2次 元問題 と軸対

称問題 に限定 されている.実 際 の欠陥 は3次 元 的である

ためその場合 の評価 が必要 となる.そ こで本 研究 では

Fig.2(b)でa/b=111)とa/b→∞12)の 値 が示 されている

ことに注 目して√areaパ ラ メータの有効性 を考察 す る.

Table VIIIに は だ円 き裂 の形状比a/b=1,∞ の結果 とa/b

=1とa/b=∞ の比 も示す .こ の比(a/b=1)/(a/b=∞)

をFIとF*Iで 比 較す る とFIで は その比 が1.57～2.16の

Table VII Interface cracks under tension when h/2b - 0 

  in Fig. 2 (a).
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Table VIII. Dimensionless stress intensity factor FI, F*I, F*II, F*II at B in Fig.2 (b).

範囲にあるのに対して,F*Iで はその比がほとんどの場合

に0.99～1.36の 範囲にあって形状比の影響が比較的小さ

いことが分かる.す なわち全体 としてはぢ の値がa/b乃の

変化に対 して狭い範囲に納まっており√areaに よる整理

が有用であることがわかる.傾 斜機能材料中の2次 元き

裂の多くの問題がErdoganら によって解析 されてる13)が,

それらを√areaパ ラメータで評価することによって,3次

元き裂の評価が可能である.

        7 結 言

 異種接合界面に平行に存在する3次 元 き裂の問題を

Fig.2(a)を 材料の剛性比 μ2/μ1,き裂 と界面との距離

h/2わ,き 裂形状比a/bを 種々に変化 させて,そ の応力拡

大係数の最大値を考察 した.そ の結果以下のことが明ら 

かとなった.

 (1)Fig.2(a)で σ∞z=σ,τ∞yz=0のモー ドI応 力拡大係

数の最大値 を√areaを用いて整理 した値F*Iは,き 裂形状

比に関わらずh/2b,μ2/μ1で ほぼ決定 される.そ こで任

意形状のき裂の最大応力拡大係数を与える式(6)を 提案

した.

 (2)σ ∞z=0,τ∞yz=τのときのモー ドII,III応力拡大係数

の最大値を√areaを 用いて整理 した値F*II,F*IIIは,き 裂

形状比 に関わらず,h/2b,μ2/μ1で ほぼ決定 される.そ

こで任意形状のき裂の最大応力拡大係数を与える式(7)

と式(8)を 提案 した.

 (3) 本論文では使用の便利のため評価式(6)～(8)を

μ2/μ1とh/2bの みの関数として求めた.そ の誤差は

μ2/μ1≧0.3,h/2b≧0.1の 範囲でボアソン比に対 して

±12%,形 状 ・材料組み合わせに対 して10～17%程 度で

ある.も し近似式をボアソン比や形状比の関数 として求

めれば,精 度の向上や適用範囲外の評価 も可能である.

また,本 論文では外荷重に対 して最大となるモー ドの評

価式のみ提示 したが,厳 密には異材界面近傍では混合

モー ド状態 となるので,他 のモー ドの近似式も提案可能

である.    

 (4)界 面に平行なき裂で μ2/μ1<0.3,h/2b→0で は

瑳がき裂の形状に依存する傾向が認められるのに対 して,

界面 き裂の応力拡大係数を√areaで 整理すると,a/b=

1とa/b=∞ の比=0,996～1.011=1.0と な り,h/2b=0

の界 面 き裂 の結果 はむ しろ√areaパ ラメータで良 く整理

され,形 状比の影響 は小 さい(Table VII).

 (5)傾 斜 機能材料 中の き裂 についても考察 し√areaパ

ラメー タの有効性 につ いて示 した.傾 斜機能 材料 中の2

次 元 き裂 の多 くの問題 がErdoganら に よって解析 されて

い る13)が,そ れ らを√areaパ ラメータで評価 す ることに

よって,3次 元 き裂の評価 が可能である.

 本研 究の解析 は大園瑠里氏(現 凸版印刷勤務)の 助 力

を得 た.深 くお礼 申 し上 げます.
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